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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Rappel



Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée

Contrainte normale et flexion déviée

Nous avons supposé aux chapitres 6 et 7 que le moment de flexion M, se reduisait a
sa composante M, selon I'axe principal Gz de la section et nous avons montré que
dans ce cas la fibre moyenne d’'une poutre droite restait plane apres déformation
(flexion plane).

Si le moment de flexion M, comporte deux composantes M, et M, selon les deux
axes principaux Gy et Gz de la section, /a flexion est dite déviée.




Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée

Contrainte normale et flexion déviée

Pour le calcul des contraintes normales o, nous Nous appuierons sur les hypotheses
suivantes :

- le déplacement d’'un point provogue par le moment de flexion est normal a la
section.

- Une section plane avant déformation reste plane apres déformation (Bernoulli).

Ces hypotheses signifient que la contrainte normale en un point P(y, z) est une
fonction linéaire de y et z (4, B, C sont des facteurs de proportionnalités)

- 0=Ay+Bz+C

Comme pour la flexion plane, nous choisissons un triedre de reference a gauche et
les équations exprimant I'equilibre de la section s’écrivent pour la flexion deviée

(@ 0= [f, odF d o0=—Jf, 1,y— 1y2zdF
L) Ty,=J[, T, dF €) Mp, =~[f, ozdF

© T,= [l tzdF ) My =[l, oydF



Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée
Contrainte normale et flexion déviée

En introduisant I'expression de la contrainte normal dans I'équation (a) on trouve
aisément que les deux premiers termes étant nuls, le facteur C est égale a zéro.

En introduisant I'expression de la contrainte normal dans I'équation (e) et (f) on peut
écrire

© Mg, =-Aff, yzdF —B [[, z*dF
© Mg, =A[f, y*dF +B [[, zydF

Comme les axes Gy et Gz sont principaux d’inertie, le moment centrifuge est nul, ce
qui permet d'expliciter les deux moments de flexion M, et M, sous les formes
simples suivantes

© Mgy =-Bl,
° MfZ = A IZ
Et finalement on peut exprimer la contrainte normale comme

M M

e o= fzy Iy,
I I
z y




Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée

Contrainte normale et flexion déviée

Ce résultat montre que la contrainte o est la somme, compte tenu du signe, des
contraintes dues aux composantes M, et M, agissant séparement. Il peut se mettre
sous la forme suivante, constituant I'equation d’un plan

. ysina_zcosa
O'—Mf( 1, )

I

ou « dénote I'angle entre le support du moment de flexion M,et I'axe Gy, tandis que
M, désigne I'amplitude du moment M, . La contrainte normale est nulle sur une droite

/ : sin a cos a
passant par G, appelee axe neutre de la section pour g = 0 = y=ue =z

y
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Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée

Flexion composée de traction ou compression

La section d’une poutre est soumise a la flexion composée quand le torseur des
efforts intérieurs comprend une composante normale N ou/et une composante de
torsion M,, en plus du moment de flexion M, et de I effort tranchant T.

Nous n’étudierons que la flexion composée de traction ou de compression, en
supposant de plus que l'effort tranchant est nul. Un telle combinaison d’efforts
intérieurs apparait par exemple dans un étau ou une piece soumise a une charge

décentrée
(a) (b) N!
y N N q
— e




Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée
Contraintes et axes neutres

Considérons une section F soumise a une force normale excentrée N agissant au
point A(u, v), appelé centre de pression. La réduction de cette force au centre de
gravité G de la section comprend un effort de traction ou compression N et un
moment de flexion; M,de composantes M;, et M,

° Mfyz—UN
° Mfz=+U,N




Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée
Contraintes et axes neutres

Comme la contrainte normale en un point P(y, z) est la superposition des effets de N,
M, et M., on peut ecrire, d'apres la relation additionnée de I'effet de N

Si I'on denote les rayons de giration (annexe II1.5) par les grandeurs i, et i, definies
de la maniere suivante

. i2=l_y
y F
.2 IZ
[ ) l e —
z F

La contrainte normale o peut se mettre sous la forme

N u 1
. O'—;(l-l—g_')/ﬁ'gZ)



Chapitre 8 : Flexion déviée et flexion composée

Rappel

Ainsi que nous I'avons vu en flexion deviee, le lieu des points ou la contrainte o
s’annule est une droite appelée axe neutre, qui a cette fois pour équation =0

° T-I__z:_l

’axe neutre sépare la section en deux parties, I'une tendue (o > 0) et I'autre com-
primée (o < 0), dont I'importance relative ne depend que de la position du point 4
par rapport au centre de gravite de la section. i

./ axe neutre
n

La contrainte varie linéairement
dans F et sa valeur au centre de
gravite (y = 0, z = 0) est o, = N/F.

La contrainte o sur la droite G4 est
illustrée a la figure, ou I'on relevera
quelle est nulle, maximum et
minimum  respectivement  aux
points P,, P, et P,.
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Midterm du 14 novembre 2022

Consignes : Vous avez le droit d’utiliser fout le matériel du cours (livre, support de
cours, note personnelle, données et corrigés des séries d’exercices) et une

calculatrice simple non programmable.

Vous devez inscrire les résultats (réponses numérique et analytique) sur les feuilles
prevues a cet effet (aucune feuilles annexées). Une valeur numérique incorrecte sans

expression analytigue ne donnera aucun point a la question considérée.



Annexe lll : Moment d'une aire plane
Effet de translation des axes de coordonnées

Y
. . A
En considérant la translation dF
YA X
° I" =r+ Fo) r
Y
- x'=x+a "\ o -
o yl — y 4+ b /
b 0
Par rapport au référentiel Ox"y’, les Y o
moments du second ordre ont pour 0 >
. a
expression -

o« Ly = [, 7?dF = [[, |(x + @)* + (v + b)?|dF =1, + 2(aS, + bS,) + 6°F

T

—0

Dans le cas particulier ou le point O coincide avec le centre de gravité G
Ly =1, + §*F

- L, =1+ b*F

« I, =1+ a’F



Annexe lll : Moment d'une aire plane

Effet de rotation des axes de coordonnées

Déterminons les moments du second ordre relativement aux axes Ou et Ov qui se
deduisent des axes respectifs Ox et Oy par une rotation d’angle ¢

On peut ecrire les formule pour la rotation des axes
* U=XCoSQ + ysing

* V=YyCoS@ —XxSsing

Yy
v A dF
X
@
- u
.
u
r y
? X
-




Annexe lll : Moment d'une aire plane
Effet de rotation des axes de coordonnées

Les moments du second ordre selon les axes u et v s’écrient :
« I, =[[, v*dF =cos* ¢ [, y*dF +sin® ¢ [[ x*dF —2singcos¢ [[, xy dF

=cos? @I, +sin® @I, —2cos@sing I,
« I, =[], u*dF =sin® @ I, + cos® @I, + 2 cos g sin ¢ I,

Iy = [f, uwvdF =singcos (I, — 1)) + (cos? ¢ — sin? @)1,

Et pour le moment d'inertie polaire

« I, =L+ I, = (cos? ¢ +sin® @)L, + (sin? ¢ + cos? @)L, = I, + 1,



Annexe lll : Moment d'une aire plane

Axes et moments principaux d’inertie

En introduisant I'angle 2¢, les moments du second ordre peuvent étre explicités sous
la forme :

- I, = %(Ix + Iy) + % (Ix — Iy) cos 2¢ —Iy,, sin 2¢

o Ly=5(L+ 1) =5 (Iy — 1)) cos2¢ + Ly sin 2¢

o I, = %(Ix — Iy) Sin 2¢ +1yy, COS 2¢

Au vu de ces résultats, on constate que les moments 7, et I, ne s’annulent jamais,
mais qu'’ils oscillent autour de la valeur moyenne (7, + 1))/2

Si I'on cherche les extrema des ces fonctions calculant le zéro de leur dérivée par
I'angle 2¢, on obtient la relation suivante

21y

* tan2¢@ = i



Annexe lll : Moment d'une aire plane
Axes et moments principaux d’inertie

On obtient les extrema I, et I, en insérant dans les expressions des moment d’inertie
les valeurs de sin 2¢ et cos 2¢ tirees de I'équation précédente.

Ce qui permet de définir I, et I, qui sont les moments principaux d’inertie relativement
a l'origine O des coordonnées et les axes correspondants sont les appelés les axes
principaux d’inertie pour lesquels, par définition, le moment centrifuge 1,, est nul

1 1 2 2 sin 2¢ = tan 2¢
0 11=5(1x+1y)+5\/(1x—1y) + 412, ¢_J1+tan22¢
1 1 2 1
o IZ =5(1x+1y)_5\/(1x—1y) +419%y COSZ(p:\/l_l_t =
an 2¢

Quand les axes Ox et Oy sont principaux d’inertie, les relations s’écrivent
simplement, le moment centrifuge 7, étant nul

° 11=Ix

® 12=Iy



Annexe lll : Moment d'une aire plane

Ellipse d’inertie

Définissons I'ellipse d’inertie : Par un point O du plan d’une aire, prenons comme
axes de coordonnées les axes principaux O; = O, et O, = O, et considerons la paire
d’axes O, et O,, tournée d'un angle ¢ par rapport aux precedents.

Les moments d’inertie principaux étant I, et I, ,
rapportons a 'aire F' le moment d’inertie 1, donné a
la relation

« Iy =cos*@l, +sin@l, —2cos@singly,

Iy 11 2 I . -
e — = —=(COS + —=Ssin
F F 4 F 4

En introduisant les distances (appelées rayons de
giration) dans I'équation précédente

I

. . I . I
c 11 = ly, = 2 . U



Annexe lll : Moment d'une aire plane
Ellipse d’inertie

On trouve I'égalité

2 2

« {2 =1i%cos? @+ i5sin® @
Choisissons maintenant sur I'axe Ou un point P(x, y) tel 2,
que sa distance a l'origine O ait pour valeur i
lu il @
P(x, y)
P

7/ . . . / / . / . ] ' O >-x
On peut alors définir le lieu geometrique caractéristique A 1
de ce point par les coordonnées x et y

iq1 i
- x=-2cosQ

ly

gy
y = —=sing@ iy y

lu -




Annexe lll : Moment d'une aire plane

Ellipse d’inertie

En portant le carré de ces résultats dans I'équation du rayon de giration iZ ,on trouve
'expression I'équation de I elljipse d'inertie, de demi-axes i, et i,, relative au point O.

2 2
x2 |y
- ztE=1
l l
2 1

Quand l'origine O et le centre dinertie G sont
confondus, I'ellipse est dite centrale d’'inertie.

I

P(x, y)

iy

%)

%)

HYH



Annexe lll : Moment d'une aire plane

Ellipse d’inertie
A titre d’illustration, considerons le calcul de lellipse d’inertie d’'un rectangle de

largeur B et hauteur H

BH3
Ch=Ek=ay "
HB3
- I, = Iy = — A
12 N B/~12
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Annexe lll : Moment d'une aire plane
Ellipse d’inertie

Exemple d’'une aire dont I'ellipse centrale d’inertie n’est pas orientée selon les axes

Gx et Gy. Décomposition de la section en trois aires rectangulaires élementaires
notées 1,2 et 3
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